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Tato práce se zabývá numerickým modelováním úloh v materiálech s fázovou přemě-
nou. Pro modelování fázové přeměny byla použita metoda efektivní tepelné kapacity.
Tato metoda byla implementována ve formě programů vytvořených v prostředí softwaru
MATLAB. Jejich funkčnost byla ověřena provedením počítačových simulací na testova-
cích úlohách, jejichž výsledky byly vyhodnoceny.
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ABSTRACT
The thesis deals with numerical modeling of heat transfer problems in materials un-
dergoing phase changes. The effective heat capacity method was used for modeling of
phase change. The method was implemented in a form of programs created in software
MATLAB. Their functionality was verified by means of computer simulations applied to
selected test problems. The simulated results were analysed and evaluated.
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VYMEZENÍ CÍLŮ BAKALÁŘSKÉ PRÁCE
Dílčí cíle v rámci této bakalářské práce je možno formulovat v následujících bodech:
• Rešerše základních termodynamických pojmů popisujících především přenos
tepla vedením.
• Odvození rovnic pro jednotlivé uzlové body 1D a 2D tělesa pomocí metody
kontrolních objemů.
• Tvorba programu numerického řešení vedení tepla pro 1D a 2D případ v kar-
tézských souřadnicích.
• Implementace některé z metod numerického řešení úloh vedení tepla v mate-
riálech s fázovou přeměnou.





Využití fázové přeměny materiálů má v současné době mnoho technických aplikací.
Cílem všech těchto aplikací je především vhodným způsobem použít energii, která je
uchována v materiálu v důsledku fázové přeměny ve formě latentního tepla. Jednou
z aplikací je např. uchovávání solární energie a její následné využití v systémech
pro ohřev vzduchu [1]. Principem je akumulace energie v tepelném zásobníku, která
probíhá během dne. V noci je možno tuto tepelnou energii využít pro ohřev vzduchu
v budově a docílit tak výrazné úspory energie.
Další z aplikací je uchovávání enegie [7]. Energie slunečního záření je uchována
ve zásobníku naplněném materiálem s fázovou přeměnou (PCM). Tuto energii lze
využít např. pro dodávku elektrické energie po dobu kdy není získávana přímo ze
solárních panelů. Zabudování panelů z PCM [8] do zdí je, především ve státech
s horkým klimatem, dobrým alternativním řešením klimatizace budov. Díky této
vlastnosti je možné se efektivně vyhnout skokovému nárůstu odběru energie. V che-
mických reaktorech lze pomocí PCM regulovat teplotu a docílit tak její požadované
stabilní hodnoty [11].
Modelování úloh přenosu tepla v PCM má uplatnění i v jiných inženýrských
úlohách, jako je např. modelování chlazení plynulého odlévání oceli. Je zřejmé, že
odlévání oceli je provázeno fázovou přeměnou, proto je nutné tuto úlohu řešit pomocí
vhodné numerické metody, která fázovou přeměnu zohleňuje.
Hlavní cíle této bakalářské práce jsou provést rešerši základních numerických
metod pro modelování úloh s fázovými přeměnami, implementace některé z nich
a následné zhodnocení výsledků v podobě počítačových simulací vybraných úloh.





Pro modelování přenosu tepla je nutné nejprve zavést základní veličiny, které po-
skytnou teoretický základ pro další výpočty. V této kapitole bylo čerpáno především
z [12]. Přenos tepla může být realizován ve formě vedení, proudění nebo záření, ale
v praxi se jedná nejčastěji o kombinaci všech těchto typů. Nejdůležitějším z hlediska
této bakalářské práce je přenos tepla vedením, jelikož je charakteristický pro pevné
látky.
1.1 Základy přenosu tepla
Energie může být přenesena interakcí systému s jeho okolím. Tyto interakce jsou
buď práce a nebo teplo. Pro přenos tepla z okolí do soustavy nebo naopak je nutné,
aby existoval teplotní gradient nebo rozdíl teplot jinak nedojde k přenosu tepla. Pro
přenos tepla budeme potřebovat zejména dva pojmy. Jedná se o:
• Tepelný tok celkový [W], tj. tepelný tok, který teče dannou plochou 𝑆
označíme ?˙?
• Měrný tepelný tok [Wm−2], který udává plošnou hustotu tepelného toku zna-
číme 𝑞






Vedení tepla lze popsat jako přenos energie od více energetických k méně energetic-
kým částicím. Tyto částice mohou být molekuly (pro případ kdy se jedná o plyny
nebo kapalinu) nebo v našem případě atomy tuhých látek. Vedení tepla se potom
uskutečňuje ve směru klesají teploty za předpokladu, že exituje teplotní gradient.
Příklady přenosu tepla vedením jsou např. kovová lžička ponořená do horkého
čaje nebo pokles teploty v domě během zimy. V prvním případě se jedná a přenos
tepla vedením skrz lžičku od čaje, v tom druhém je teplo vedeno přes zeď.
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1.3 Fourierův zákon
Měrný tepelný tok 𝑞 [Wm−2], to jest celkový tepelný tok ?˙? [W] vztažený na jednotku
plochy 𝑆, přenášený vedením v nějaké látce je přímo úměrný velikosti teplotního
gradientu a má opačné znaménko než tento gradient [6]
𝑞 = ?˙?
𝑆
= −𝜆d𝑇d𝑥 , (1.2)
kde konstantou 𝜆 se rozumí veličina známá jako součinitel tepelné vodivosti, což
je fyzikální vlastnost dané látky. Jejím rozměrem je [Wm−1K−1]. Znaménko mínus
v rovnici (1.2) vyplývá ze skutečnosti, že směr tepelného toku je vždy opačný ke
směru teplotního gradientu.
V 1D případě vedení tepla lze Fourierův zákon zapsat v zjednodušené formě. Pro





Protože tepelný tok je veličina vektorová, bude mít v případě trojrozměrného pro-
storu tři složky do směrů 𝑥, 𝑦, 𝑧 v kartézské souřadné soustavě. Pro obecný případ
vedení tepla v 3D tělese pak bude Fourierův zákon ve znění:
⃗˙𝑞 = −𝜆∇⃗𝑇 = −𝜆 grad𝑇. (1.4)








Z toho plyne, že tepelný tok má tedy tři složky a to do jednotlivých tří směrů
𝑞𝑥 = −𝜆𝜕𝑇
𝜕𝑥
, 𝑞𝑦 = −𝜆𝜕𝑇
𝜕𝑦
, 𝑞𝑧 = −𝜆𝜕𝑇
𝜕𝑧
. (1.6)
1.4 Součinitel tepelné vodivosti
Součinitel tepelné vodivosti 𝜆 je fyzikální vlastnost látky, která byla zavedena jako
konstanta úměrnosti mezi teplotním tokem a gradientem teploty ve Fourierově zá-
koně. Prakticky u všech látek je součinitel tepelné vodivosti funkcí teploty popř.
u nehomogenních látek také funkcí polohy v tělese. Jelikož je ale v praxi teplotní
interval, ve kterém se pohybujeme, malý, můžeme předpokládat konstantní průběh
tepelné vodivosti 𝜆. Zjednoduší nám to výpočty. Pro různé druhy materiálu se te-
pelná vodivost liší. Např. pro některé výpočty v této bakalářské práci je použita
tepelná vodivost oceli, která je v řádu 10. To je o 3 řády více než tepelná vodivost
vzduchu (0,01), což dělá z plynů velice dobré tepelné izolanty.
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Čím větší součinitel tepelné vodivosti těleso má, tím menší klade odpor proti
přenosu tepla z jedné části tělesa na druhou. To znamená, že k přenesení danného
tepelného toku je potřebný určitý teplotní rozdíl mezi oběma stranami tělesa. Tento
potřebný teplotní rozdíl bude tím nižší, čím má materiál tělesa lepší tepelnou vodi-
vost.
1.5 Měrná tepelná kapacita
Veličina měrná tepelná kapacita 𝑐 [J kg−1K−1] udává množství tepla, které je třeba
přivést látce o hmotnosti 1 kg, aby se ohřála o 1 K [6]. Měrná tepelná kapacita je
teplotně závislá, pro základní úvahy bude ale považována za konstantní. Avšak její
teplotní závislosti bude využito pro modelování přenosu tepla vedením v materiálech
s fázovou přeměnou pomocí metody efektivní tepelné kapacity v kapitole 3.1.
1.6 Energetická bilance pro kontrolní objem
Pomocí energetických bilancí je možno zjistit, jak rychle se těleso ohřívá, či ochla-
zuje, než dojde k dosažení nového rovnovážného stavu s okolím. Proto je vhodné
zavedení pojmu kontrolního objemu – viz obr. 1.1. Je to oblast v prostoru ohrani-
čená kontrolním povrchem, skrz který může procházet látka, tak i energie.
Obr. 1.1: Schéma kontrolního objemu [3]
Protože 1. zákon termodynamiky musí být splněn v každém časovém okamžiku,
je možné ho formulovat pomocí toků energie. Proto musí být také v každém časovém
okamžiku splněna rovnováha mezi měrnými toky energie.
Rovnici bilance toků energie lze zapsat v následujícím tvaru [3]:
?˙?𝑖𝑛 + ?˙?𝑔 − ?˙?𝑜𝑢𝑡 = ?˙?𝑠𝑡 = d𝐸𝑠𝑡d𝑡 (1.7)
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Toky 𝐸𝑖𝑛, ˙𝐸𝑜𝑢𝑡 představují energii, která vstupuje a vystupuje z kontrolního ob-
jemu. Tyto toky jsou veličinami povrchovými, což značí to, že jsou spjaty s procesy,
které se objevují na kontrolním povrchu a toky jsou úměrné velikosti tohoto povrchu.
Nejčastěji jde o tepelné toky vedením, konvencí nebo zářením. Přenášená energie se
skládá z energie kinetické, potenciální a tepelné formy. První dvě jsou obvykle při
přenosu tepla zabedbatelné. ?˙?𝑖𝑛 a ?˙?𝑜𝑢𝑡 zároveň zahrnují i práci.
Generovaná energie ?˙?𝑔 je objemovým jevem. Představuje rychlost, s jakou do-
chází k přeměně energie v tepelnou v daném kontrolním objemu. Velikost této energie
je úměrná kontrolnímu objemu. Jako příklad lze uvést průtok elektrického proudu
vodičem. Vodič se v důsledku jeho odporu začne zahřívat a dojde k přeměně elek-
trické energie v tepelnou – hodnota této energie je tzv. Joulovým teplem 𝑅𝐼2 a jde
o energii generovanou v kontrolním objemu.
Akumulace ?˙?𝑠𝑡 je hodnota energie akumulovaná v danném kontrolním objemu.
K jejímu výskytu dojde pouze v případě, když energie vstupující, vystupující a ge-
nerovaná nejsou v rovnováze, tzn. soustava se ohřívá nebo ochlazuje. Akumulace je
spojena s poklesem nebo nárůstem (𝐸𝑠𝑡 > 0 ∨𝐸𝑠𝑡 < 0) energie akumulované v kon-
trolním objemu, doprovázená nejčastěji především poklesem nebo růstem teploty.
Pro ustálený stav, kdy je těleso v tepelné rovnováze s okolím vždy platí 𝐸𝑠𝑡 = 0.
1.7 Rovnice vedení tepla v tělese
Obr. 1.2: Schéma kontrolního
objemu
Je zvolena elementární krychle v kartézském sou-
řadnicovém systému, jejíž objem je d𝑉 = d𝑥 d𝑦 d𝑧.
Jsou určeny bilance tepelných toků, které do to-
hoto objemového elemetu vstupují stěnami o ploše
𝑆 a souřadnicích 𝑥, 𝑦, 𝑧. Tepelné toky, které z to-
hoto objemového elementu vystupují, mají souřad-
nice 𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑦, 𝑧 + 𝑑𝑧. Dále bude uvažována
tepelná energie, která je generována v objemovém
elementu např. průchodem eletrického proudu. Nyní
je možné předepsat energetickou bilanci pro obje-
mový element ve tvaru rovnice energetické bilance
(1.7). Za energii ?˙?𝑖𝑛/?˙?𝑜𝑢𝑡 jsou považovány tepelné
toky vstupující/vystupující vedením ve všech směrech 𝑥, 𝑦, 𝑧.
18
Pro jednolivé veličiny platí:
• Tepelný tok, který vstupuje do objemového elementu levou stěnou ve směru 𝑥





= 𝑞𝑥𝑆 = 𝑞𝑥 d𝑦 d𝑧 [W] (1.8)
• Tepelný tok, který z objemového elementu vystupuje pravou stěnou ve směru





= 𝑞𝑥+d𝑥𝑆 = 𝑞𝑥+d𝑥 d𝑦 d𝑧 [W] (1.9)
Analogicky jsou definovány tepelné toky vstupují a vystupující z objemového
elementu ve směru 𝑦 a 𝑧 (?˙?𝑦, ?˙?𝑦+d𝑦, ?˙?𝑧 a ?˙?𝑧+d𝑧).
• Tepelná energie, která je generována uvnitř objemového elementu ?˙?𝑔 je vyjád-
řena jako součin objemové energie zvané vnitřní zdroj ?˙?𝑧𝑑𝑟𝑜𝑗 [Wm−3] a objemu
tělesa
?˙?′𝑧𝑑𝑟𝑜𝑗 = ?˙?𝑧𝑑𝑟𝑜𝑗 d𝑉 = ?˙?𝑧𝑑𝑟𝑜𝑗 d𝑥 d𝑦 d𝑧 [W] (1.10)





= 𝜌𝑐 d𝑥 d𝑦 d𝑧𝜕𝑇
𝜕𝑡
[W] (1.11)
Rovnice energetické bilance pro objemový element následně přejde na tvar
?˙?𝑥 + ?˙?𝑦 + ?˙?𝑧 + ?˙?′𝑧𝑑𝑟𝑜𝑗 − ?˙?𝑥+d𝑥 − ?˙?𝑦+d𝑦 + ?˙?𝑧+d𝑧 =
d𝑈
d𝑡 [W]. (1.12)
Dosazením vztahů (1.8 – 1.11) a analogicky odvozených vztahů pro tepelné toky
?˙?𝑦, ?˙?𝑦+d𝑦, ?˙?𝑧, ?˙?𝑧+d𝑧 do rovnice (1.12), s použitím Fourierova zákona pro tepelný


























což je rovnice vedení tepla, známá také jako rovnice tepelné difúze.
Pokud bude uvažován součinitel tepelné vodivosti, měrná tepelná kapacita a hus-





















se nazývá teplotní vodivost.
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1.8 Analytické řešení vedení tepla v 1D tyči
Je uvažováno vedení tepla pro 1D případ tj. vedení tepla v 1D tyči. Nechť je tyč
z homogenního materiálu a jsou předepsány určité okrajové a počáteční podmínky.
Konstanta teplotní vodivosti 𝜅 je určena pomocí vztahu (1.15) a teplota v bodě 𝑥
a čase 𝑡 je značena jako 𝑢(𝑥, 𝑡). Formulace zvolené testovací úlohy zní: Tyč délky 𝜋
z homogenního materiálu je v čase 𝑡 = 0 vytažena z vařící vody. Následně jsou její
konce 𝑥 = 0 a 𝑥 = 𝑙 ponořeny do směsi vody a ledu. Úkolem je vyřešit vývoj teploty
v tyči.
Tuto úlohu popisuje rovnice
𝑢𝑡 = 𝜅𝑢𝑥𝑥 𝑥 ∈ (0, 𝜋), 𝑡 ∈ (0,∞) (1.16)
s Dirichletovými okrajovými podmínkami,
𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0 𝑡 ∈ (0,∞) (1.17)
a počáteční podmínkou
𝑢(𝑥, 0) = 100 𝑥 ∈ (0, 𝜋). (1.18)
Řešení Fourierovou metodou řad
Fourierova metoda řad je využívána především k řešení počátečních okrajových
úloh pro parabolické a hyperbolické rovnice. Je řešena homogenní lineární rovnice
s nulovými okrajovými podmínkami. Pokud tomu tak není, je nejprve potřeba úlohu
převést na homogenní. Pomocí separace proměnných je určena posloupnost speci-
álních funkcí 𝑣𝑘(𝑥, 𝑡). Tyto funkce splňují rovnici a okrajové podmínky, avšak ne-
splňují počáteční podmínky. Vhodná kombinace těchto funkcí 𝑣𝑘(𝑥, 𝑡) ovšem může
splnit i počáteční podmínky [4].
Tyto speciální funkce budou hledány ve tvaru se separovanými proměnnými
𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡). (1.19)





Pravé strana nezávisí na 𝑡 a levá nezávisí na 𝑥. Tím je získána jedna ODR prvního
řádu a jedna ODR druhého řádu. Jejich vyřešením získáme poslouponost funkcí [4]
𝑣𝑛(𝑥, 𝑡) = sin(𝑛𝑥)e−𝑛
2𝜅𝑡 𝑛 = 1, 2, 3, . . . . (1.21)
Každá funkce 𝑣𝑛(𝑥, 𝑡) splňuje rovnici a nulové okrajové podmínky. S využitím
principu superpozice řešení linearní úlohy každá lineární kombinace ∑︀𝑛 𝑐𝑛𝑣𝑛 splňuje
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danou rovnici i okrajové podmínky. Proto zbývá vhodně zvolit konstanty 𝑐𝑛 tak, aby
byla splněna i počáteční podmínka.















𝜙(𝑥) sin(𝑛𝑥) d𝑥, (1.23)
kde 𝜙 je počáteční podmínka (1.18).























Výsledné řešení vypadá následovně











2 METODA KONTROLNÍCH OBJEMŮ
2.1 Úvod
V předchozí kapitole byly rozebrány teoretické základy vedení tepla v tělese a od-
vozena příslušná diferenciální rovnice. V praxi ale může být nalezení řešení takové
rovnice značně složité a je potřeba, na úkor jistého zobecnění a nepřesnosti, využít
numerické metody.
Numerické řešení bude vždy zatížené chybou, ale při vhodné volbě numerické
metody a jejích parametrů lze dosáhnout velice uspokojivých výsledků za relativně
krátký výpočetní čas. Zvolil jsem metodu kontrolních objemů, která je použita jak
pro odvození rovnic vedení tepla v tyči, tak i pro vedení tepla v desce. Princip
spočívá v diskretizaci zvoleného tělesa na síť uzlových bodů a kontrolních objemů,
pro které jsou následně odvozeny bilanční rovnice, ze kterých lze vypočítat teplotu.
Numerické metody mají dvě formy – explicitní a implicitní. Dále bude uvažována
pouze explicitní metoda, protože je výpočtově jednodušší.
2.2 Diskretizace tělesa
Na rozdíl od analytického řešení, které umožňuje určit teplotu v libovolném bodě
tělesa, je u numerického řešení možné určit teplotu pouze v diskrétních bodech
a čase. Pokud chceme tedy řešit problém numericky, je potřeba těleso diskretizovat.
Diskretizace je provedena rozdělením celkového tělesa na malé kontrolní elementy,
které obsahují uzlový bod.
Obr. 2.1: Diskretizace tělesa [3]
Všechny uzlové body spolu v celku tvoří síť uzlových bodů. Uzlové body jsou
označeny podle zvoleného dělení a pro případ 2D tělesa jsou body indexovány dvěma
indexy 𝑚 a 𝑛.
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Každý uzlový bod reprezentuje určitou oblast a jeho teplota je uvažována jako
průměrná teplota příslušného kontrolního objemu [3]. Např. teplota příslušná bodu
𝑚,𝑛 na obr. 2.1 je průměrnou teplotou vyznačeného kontrolního objemu. Volba uz-
lových bodů záleží většinou na dané geometrii nebo požadované přesnosti. Přesnost
řešení se odvíjí zejména od počtu uzlových bodů a s jejich množstvím obvykle roste.
2.3 Numerické řešení úlohy vedení tepla v 1D tyči
Úlohu vedení tepla pro 1D případ, formulovanou v předchozí kapitole, lze řešit po-
mocí metody kontrolních objemů. Princip spočívá v diskretizaci tyče, kterou prove-
deme volbou počtu 𝑁𝑥 uzlových bodů a volbou diskretizačního kroku Δ𝑡. Teplota
v 𝑖-tém uzlovém bodě a v čase 𝑡 – 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑡) – je značena jako 𝑇 𝑝𝑖 , kde 𝑡 = 𝑝Δ𝑡
a 𝑝 ∈ N0. Z energetické bilance vyplývá, že součet tepel, které jsou dodány nebo
odvedeny z kontrolního objemu, je roven změně vnitřní enegie kontrolního objemu
?˙?𝐿 + ?˙?𝑅 = 𝑚𝑐
Δ𝑇
Δ𝑡 , (2.1)
kde teplotní toky ?˙?𝐿 a ?˙?𝑅 jsou z Fourierova zákona (1.2) vyjádřeny jako
?˙?𝐿 = −𝜆𝑆𝑇
𝑝












Obr. 2.2: Kontrolní objem 1D tyče
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Dosazením rovnic (2.2) a (2.3) do rovnice energetické bilance (2.1), vyjádřením
hmotnosti jako 𝑚 = 𝜌𝑉 = 𝜌𝑆Δ𝑥 a vydělením celého výrazu plošným obsahem 𝑆
obdržíme vztah
𝜆
𝑇 𝑝𝑖−1 − 𝑇 𝑝𝑖
Δ𝑥 + 𝜆
𝑇 𝑝𝑖+1 − 𝑇 𝑝𝑖
Δ𝑥 = 𝑐𝜌Δ𝑥
𝑇 𝑝+1𝑖 − 𝑇 𝑝𝑖
Δ𝑡 . (2.4)
Z rovnice vyjádříme 𝑇 𝑝+1𝑖 , což je vztah pro libovolný vnitřní uzlový bod tyče, kde
vnitřním uzlovým bodem rozumíme takový uzlový bod, pro který je index 𝑖 od 2 do
𝑁𝑥 − 1.








𝑖+1 − 2𝑇 𝑝𝑖 ). (2.5)
Rovnice (2.5) je použita v programu pro výpočet vnitřních uzlových bodů a schéma
výpočtu v prostředí MATLAB [2] vypadá následovně:
for p = 1:tmax/dt+1
for i = 2:Nx-1
T(i,p+1) = T(i,p) + ...
(lambda*dt)/(rho*dx^2*c)*(T(i-1,p) + T(i+1,p) - 2*T(i,p));
end
end
Vzhledem k tomu, že v MATLABu je možné značit až od indexu 𝑝 = 1, bude
teplota počítána až od indexu 𝑝 = 2, jelikož první index je rezervován pro počáteční
podmínku. Algoritmus postupně řeší změnu teploty v každém vnitřním uzlovém
bodě a časovém okamžiku Δ𝑡 do určitého předepsaného času 𝑡. Pro výpočet teploty
v čase 𝑡+Δ𝑡 libovolného vnitřního uzlového bodu jsou vždy potřeba okolní teploty
v předcházejícím časovém okamžiku.
Pro krajní uzlové body 𝑖 = 1 a 𝑖 = 𝑁𝑥 jsou rovnice odvozeny obdobným způ-
sobem, je však potřeba uvažovat např. Neumannův typ počáteční podmínky, tzn.
předepsanou hustotu tepelného toku na jedné straně kontrolního objemu. V případě
Dirichletovy počáteční podmínky je pro krajní uzlové body přímo předepsána tep-
lota, a proto ji není potřeba dopočítávat. Pro krajní uzlový bod s indexem 𝑖 = 1
a 𝑖 = 𝑁𝑥 je nutné znát příslušnou hustotu tepelného toku 𝑞𝐿 nebo 𝑞𝑅 (viz obr. 2.3).
Opět jsou vyjádřeny tepelné toky jako
𝑄𝐿 = 𝑞𝐿𝑆, (2.6)
𝑄𝑅 = −𝜆𝑆𝑇
𝑝


















Obr. 2.3: Diskretizace krajních bodů tyče
a dosazeny do energetické bilance (2.1). Ve výpočtu se nyní objeví poloviční kont-
rolní objem, protože kontrolní objem je poloviční vzhledem k vnitřním kontrolním
objemům.
𝑞𝐿𝑆 + 𝜆𝑆




𝑇 𝑝+11 − 𝑇 𝑝1
Δ𝑡 (2.8)
Z rovnice je vyjádřena 𝑇 𝑝+11 jako






2 − 𝑇 𝑝1 ). (2.9)
Pro případ pravého krajního bodu je odvození totožné a výsledná rovnice je








𝑁𝑥−1 − 𝑇 𝑝𝑁𝑥). (2.10)
Rovnice pro krajní body (2.9) a (2.10) jsou v MATLABu realizovány pouze
jedním for-cyklem, který je použit pro časové iterace.
for p = 1:tmax/dt+1
T(1,p+1) = T(1,p) + (2*dt*ql)/(ro*dx*c) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dx^2*c)*(T(2,p) - T(1,p));
T(Nx,p+1) = T(Nx,p) + (2*dt*qr)/(ro*dx*c) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dx^2*c)*(T(Nx-1,p) - T(Nx,p));
end
Výsledný program doplněný o vstupní parametry umožňuje řešit vedení tepla v 1D
tyči na určitém časovém intervalu 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝑚𝑎𝑥).
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2.4 Numerické řešení vedení tepla v 2D desce
Podobně jako u 1D případu je zapotřebí diskretizovat 2D těleso volbou počtu uz-
lových bodů a zároveň i diskretizačního kroku Δ𝑡. Označme tedy, že ve směru osy
𝑥 bude 𝑁𝑥 uzlových bodů a ve směru osy 𝑦 pak 𝑁𝑦, celkově tedy 𝑁𝑥 ·𝑁𝑦 uzlových
bodů. Tento počet určuje vzdálenosti mezi uzlovými body, tj. velikost prostorové dis-
kretizace – Δ𝑥 a Δ𝑦. Přesnost řešení metody kontrolních objemů může být zvýšena
snížením hodnot Δ𝑥, Δ𝑦 a Δ𝑡, tj. zjemněním. Je zřejmé, že počet uzlových bodů
musí růst s klesajícím Δ𝑥 a počet časových kroků, potřebných k vyřešení úlohy do
konkrétního konečného času, roste s klesajícím Δ𝑡 [3]. Proto při snižování Δ𝑥, Δ𝑦
a Δ𝑡 roste výpočetní čas a výpočetní nároky. Volba Δ𝑥, Δ𝑦 je běžně založena na
kompromisu mezi přesností a výpočetní náročností.




































Obr. 2.4: Různé typy uzlových bodů pro 2D desku
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Odvození rovnic pro jednotlivé uzlové body opět vychází z energetické bilance
kontrolního objemu. Deska ovšem obsahuje více druhů uzlových bodů, než v případě
1D tyče. Tuto skutečnost ilustruje obr. 2.4. Nyní je potřeba odvodit rovnice pro
všechny typy uzlových bodů, jimiž jsou vnitřní uzlové body, krajní uzlové body
a rohové uzlové body.
2.4.1 Vnitřní uzlové body
Za vnitřní uzlové body jsou považovány body s indexy 𝑚 = 2, 3, . . . , 𝑁𝑥 − 1 a 𝑛 =
2, 3, . . . , 𝑁𝑦 − 1 tzn. body mající celkem 4 sousední uzlové body. Kontrolní objem










Obr. 2.5: Schéma vnitřního uzlového bodu pro 2D desku
Hodnoty tepelných toků ?˙?𝐿𝐶 , ?˙?𝐻𝐶 , ?˙?𝑃𝐶 , ?˙?𝐷𝐶 , které vstupují do kontrolního
objemu z okolních uzlových bodů, určíme pomocí Fourierova zákona (1.2).
?˙?𝐿𝐶 = −𝜆𝑆𝐿𝐶
𝑇 𝑝𝑚−1,𝑛 − 𝑇 𝑝𝑚,𝑛
Δ𝑥 (2.13)
?˙?𝑃𝐶 = −𝜆𝑆𝑃𝐶
𝑇 𝑝𝑚+1,𝑛 − 𝑇 𝑝𝑚,𝑛
Δ𝑥 (2.14)
?˙?𝐻𝐶 = −𝜆𝑆𝐻𝐶
𝑇 𝑝𝑚,𝑛−1 − 𝑇 𝑝𝑚,𝑛
Δ𝑦 (2.15)
?˙?𝐷𝐶 = −𝜆𝑆𝐷𝐶
𝑇 𝑝𝑚,𝑛+1 − 𝑇 𝑝𝑚,𝑛
Δ𝑦 (2.16)
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A energetická bilance je
?˙?𝐿𝐶 + ?˙?𝑃𝐶 + ?˙?𝐻𝐶 + ?˙?𝐷𝐶 = 𝑚𝑐
𝑇 𝑝+1𝑚,𝑛 − 𝑇 𝑝𝑚,𝑛
Δ𝑡 . (2.17)
Tepelné toky (2.13)–(2.16) jsou dosazeny do rovnice energetické bilance (2.17).
V rovnici jsou vyjádřeny členy 𝑆𝐿𝐶 , 𝑆𝑃𝐶 jako Δ𝑦 a 𝑆𝐻𝐶 , 𝑆𝐷𝐶 jako Δ𝑥, což plyne
přímo z obr. 2.5. Celá rovnice vynásobena Δ𝑡
𝜌Δ𝑥Δ𝑦𝑐 a rovnice energetické bilance přejde
na tvar








𝑚,𝑛−1 + 𝑇 𝑝𝑚,𝑛+1 − 2𝑇 𝑝𝑚,𝑛). (2.18)
Rovnice (2.18) explicitně vyjadřuje teplotu ve vnitřním uzlovém bodě, a to v zá-
vislosti na okolních teplotách z předchozího časového kroku 𝑝. V MATLABu je tento
výpočet uskutečněn pomocí tří for cyklů, z nichž dva prostupně prostupně procházejí
vnitřní prostorové uzlové body a třetí časovou diskretizaci.
for p = 1:tmax/dt
for m = 2:Nx-1
for n = 2:Ny-1
T(m,n,p+1) = T(m,n,p) + ...
(lambda*dt)/(ro*dx^2*c)*T(m+1,n,p) - ...






2.4.2 Krajní uzlové body
Krajní uzlové body jsou hraniční body mezi tělesem a okolím. Pro odvození rovnic je
potřeba rozlišovat jednotlivé hrany obecně obdélníkového tělesa, jelikož jejich rovnice
se mírně liší. Krajní uzlové body se dělí, pokud uvažujeme těleso s obdélníkovou
geometrií, na levé, pravé, horní a dolní a jsou popsány pomocí indexů 𝑚,𝑛 v další
části textu. Speciálním případem krajních uzlových bodů jsou 4 rohové uzlové body,
kterým bude věnována vlastní část textu.
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Obr. 2.6: Levá hrana
Levé krajní uzlové body jsou uzlové body s indexy
𝑚 = 1 a 𝑛 = 2, 3, . . . , 𝑁𝑦 − 1. Jedná se tedy o levou
hranu tělesa bez rohových uzlových bodů (1, 1) a (1, 𝑁𝑦).
Na rozdíl od centrálních uzlových bodů je kontrolní ob-
jem poloviční, což se projeví v rovnici energetické bilance.
Zároveň, stejně jako v případě tyče, je nutné mít přede-
psánu hodnotu měrného tepelného toku 𝑞𝐿, který vtéká
nebo vytéká do desky (viz obr. 2.6). Tepelný tok ?˙?𝐿𝐶 je
potom roven
?˙?𝐿𝐶 = 𝑞𝐿𝑆𝐿𝐶 = 𝑞𝐿Δ𝑦. (2.19)
Dále podle Fourierova zákona (1.2) pro jednotlivé toky platí
?˙?𝑃𝐶 = −𝜆𝑆𝑃𝐶 𝑇
𝑝
2,𝑛 − 𝑇 𝑝1,𝑛
Δ𝑥 , (2.20)
?˙?𝐻𝐶 = −𝜆𝑆𝐻𝐶Δ𝑥2
𝑇 𝑝1,𝑛−1 − 𝑇 𝑝1,𝑛
Δ𝑦 , (2.21)
?˙?𝐷𝐶 = −𝜆𝑆𝐷𝐶Δ𝑥2
𝑇 𝑝1,𝑛+1 − 𝑇 𝑝1,𝑛
Δ𝑦 . (2.22)
Pomocí stejných úprav jako v podkapitole 2.4.1 přejde rovnice energetické bilance
na tvar










2,𝑛 − 𝑇 𝑝1,𝑛). (2.23)
Výpočet levé hrany se skládá ze dvou for cyklů – pro časovou diskretizaci a
všechny svislé uzlové body 𝑛 = 2, 3, . . . , 𝑁𝑦 − 1.
for p = 1:tmax/dt
for n = 2:Ny-1






Pravé krajní uzlové body jsou uzlové body ležící na pravé hraně tělesa – 𝑚 = 𝑁𝑥
a 𝑛 = 2, 3, . . . , 𝑁𝑦−1. Rovnice je odvozena stejným principem jako levé krajní uzlové
body. Místo hustoty tepelného toku 𝑞𝐿 je zadána 𝑞𝑅. Vyjádřené tepelné toky jsou
dosazeny do rovnice energetické bilance














𝑁𝑥−1,𝑛 − 𝑇 𝑝𝑁𝑥,𝑛). (2.24)
for p = 1:tmax/dt
for n = 2:Ny-1
T(Nx,n,p+1) = T(Nx,n,p)+(2*dt*qr)/(ro*dx*c) + ...
(lambda*dt)/(dy^2*ro*c)*(T(Nx,n+1,p)-2*T(Nx,n,p) + ...




Horní krajní uzlové body jsou uzlové body, které se nachází na horní hraně
tělesa – 𝑚 = 2, 3, . . . , 𝑁𝑥−1 a 𝑛 = 1. Je použita hustota tepelného toku 𝑞𝐻 . Pomocí
stejných úprav jako pro ostatní krajní uzlové body je získána rovnice










𝑚,2 − 𝑇 𝑝𝑚,1). (2.25)
for p = 1:tmax/dt
for m = 2:Nx-1
T(m,1,p+1) = T(m,1,p) + (2*dt*qh)/(ro*dy*c) + ...
(lambda*dt)/(dx^2*ro*c)*(T(m+1,1,p) - 2*T(m,1,p) + ...




Dolní krajní uzlové body Krajní uzlové body nacházející se na spodní hraně –
𝑚 = 2, 3, · · · , 𝑁𝑥 − 1,𝑛 = 𝑁𝑦. K výpočtu je použita hustota tepelného toku 𝑞𝐷.
Analogicky pomocí předchozích odvození dostaneme
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𝑚,𝑁𝑦−1 − 𝑇 𝑝𝑚,𝑁𝑦). (2.26)
for p = 1:tmax/dt
for m = 2:Nx-1
T(m,Ny,p+1) = T(m,Ny},p) + (2*dt*qd)/(ro*dy*c) + ...
(lambda*dt)/(dx^2*ro*c)*(T(m+1,Ny,p) - 2*T(m,Ny,p) + ...
















Obr. 2.7: Levý roh
Jsou uvažovány celkem 4 rohové uzlové body – (1, 1),
(1, 𝑁𝑦), (𝑁𝑥, 1) a (𝑁𝑥, 𝑁𝑦). Každý z těchto bodů má
svoji vlastní rovnici, která je implementována zvlášť.
Pro Neumannův typ počáteční podmínky jsou přede-
psány hustoty tepelný toků, příslušné danému uzlovému
bodu (např. pro levý horní rohový bod máme 𝑞𝐿 a 𝑞𝐻).
Na rozdíl od předchozích uzlových bodů mají rohové kon-
trolní objemy pouze d𝑉 = Δ𝑥Δ𝑦4 , což opět pozmění rov-
nici energetické bilance.
Hustoty tepelných toků 𝑞𝐿, 𝑞𝑃 , 𝑞𝐻 a 𝑞𝐷 jsou vyjádřeny
stejně jako u rovnice (2.19), tepelné toky ze sousedních
bodů pomocí Fourierova zákona a dosazeny do rovnice
energetické bilance. Po vynásobení rovnic členem 4Δ𝑡
𝜌Δ𝑥Δ𝑦𝑐
je vyjádřena teplota pro následující časový krok 𝑝+ 1.












1,2 − 𝑇 𝑝1,1) (2.27)














1,𝑁𝑦−1 − 𝑇 𝑝1,𝑁𝑦) (2.28)
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𝑁𝑥,2 − 𝑇 𝑝𝑁𝑥,1) (2.29)














𝑁𝑥,𝑁𝑦−1 − 𝑇 𝑝𝑁𝑥,𝑁𝑦) (2.30)
Výsledný podprogram poté počítá tyto 4 uzlové body pro každý časový krok.
for p = 1:tmax/dt
T(1,1,p+1) = T(1,1,p) + (2*dt*ql)/(ro*dx*c) + ...
(2*dt*qh)/(ro*dy*c) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dy^2*c*(T(1,2,p) - T(1,1,p)) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dx^2*c*(T(2,1,p) - T(1,1,p);
T(1,Ny,p+1) = T(1,Ny,p) + (2*dt*ql)/(ro*dx*c) + ...
(2*dt*qd)/(ro*dy*c) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dy^2*c)*(T(1,Ny-1,p) - T(1,Ny,p)) +
(2*lambda*dt)/(ro*dx^2*c)*(T(2,Ny,p) - T(1,Ny,p));
T(Nx,1,p+1) = T(Nx,1,p) + (2*dt*qh)/(ro*dy*c) + ...
(2*dt*qp)/(ro*dx*c) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dy^2*c)*(T(Nx,2,p) - T(Nx,1,p)) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dx^2*c)*(T(Nx-1,1,p) - T(Nx,1,p));
T(Nx,Ny,p+1) = T(Nx,Ny,p) + (2*dt*qd)/(ro*dy*c) + ...
(2*dt*qp)/(ro*dx*c) + ...




Programy vytvořené v této kapitole jsou částmi celkového výsledného programu.
Spojením dojde ke sloučení všech cyklů for p = 1:tmax/dt, které prochází časovou
diskretizaci, do jednoho. Za jednu iteraci programu tedy dojde k určení teploty
v každém uzlovém bodě diskretizovaného tělesa.
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3 NUMERICKÉ MODELOVÁNÍ FÁZOVÉ
PŘEMĚNY
V předchozí kapitole byly vytvořeny numerické modely popisující přenos tepla ve-
dením v 1D a 2D tělese. V reálném případě je však potřeba uvažovat možnou změnu
fáze materiálu a zohlednit ji v numerickém modelu. Při fázové přeměně totiž dochází
k spotřebování tzv. latentního tepla, potřebného k přeměně fáze. V této kapitole je
rozebráno několik způsobů jakými lze řešit úlohy vedení tepla v materiálech s fázovou
přeměnou, které se liší především způsobem, kterým se „vypořádají“ s latentním
teplem.
3.1 Metoda efektivní tepelné kapacity
Jedna z metod, pomocí kterých se dá modelovat fázová přeměna je metoda efektní
tepelné kapacity. Principem této metody je zahrnout latentní teplo potřebné k pře-
měně fáze do tepelné kapacity 𝑐eff . Efektivní tepelná kapacita materiálu s fázovou
přeměnou (PCM) 𝑐eff je přímo uměrná energii, která je uložena a uvolněna během
fázové přeměny, ale je nepřímo úměrná rozsahu intervalu teploty tání a tuhnutí. [9]




𝑇2 − 𝑇1 + 𝑐𝑠, (3.1)
kde 𝑇1 je teplota počátku tání nebo tuhnutí a 𝑇2 je teplota, při které je PCM na

















Obr. 3.1: Efektivní tepelná kapacita
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𝑐𝑠, 𝑇 < 𝑇1 solid
𝐿f
𝑇2−𝑇1 + 𝑐𝑠, 𝑇1 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇2 mushy
𝑐𝑙, 𝑇 > 𝑇2 liquid.
(3.2)
S použitím metody efektivní tepelné kapacity přejde diferenciální rovnice vedení







Modifikace programu vedení tepla v 1D
Program z kapitoly 2.3 je nyní nutné upravit tak, aby modeloval fázovou přeměnu
pomocí metody efektivní měrné kapacity. Pro následující řešení je použit materiál
Rubitherm RT 22 HC [13]. Tyto materiály jsou využívány pro uchování tepelné
energie ve formě latentního tepla a jeho následného využití. Např. materiál ve zdi
budovy během dne v důsledku slunečního záření mění svou fázi a akumuluje do sebe
teplo. Jakmile přestane svítit slunce dochází k opačnému efektu – latentní teplo se
uvolňuje a je využito k ohřevu budovy.
Efektivní tepelná kapacita 𝑐eff je zvolena ve tvaru Gaussovy křivky (viz obr. 3.2).
Obr. 3.2: Efektivní tepelná kapacita materiálu RT 22 HC
Efektivní tepelná kapacita materiálu RT 22 HC je tedy definována jako





kde konstanta 𝑐0 = 2000 určuje měrnou tepelnou kapacitu mimo oblast fázové pře-
měny, konstanty 𝑐1 a 𝜎 definují strmost a maximální hodnotu 𝑐eff a člen (𝑇 − 22)
určuje střední hodnotu v 𝑇 = 22 °C.
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Program z kapitoly 2.3 počítá s konstantní měrnou tepelnou kapacitou, proto
provedeme následující úpravu.
c =@(T) 2000 + 43770*exp(-(T - 22).^2/4.8);
Měrná tepelná kapacita je zavedena jako funkce, ve smyslu metody efektivní tepelné
kapacity. Všechny měrné tepelné kapacity, které figurují v programu je nutno upravit
na tvar c(T(j,i-1)), kde 𝑗 ∈ (1, 2, . . . ,𝑚) je příslušný uzlový bod a 𝑖−1 předchozí
časová iterace. Jako příklad je uvedena změna kódu pro vnitřní uzlové body 1D tyče.
for p = 1:tmax/dt+1
for i=2:m-1
T(i,p+1) = T(i,p) + (lambda*dt)/(ro*dx^2*c(T(i,p)))*...




Principem metody entalpie je zavedení nové termodynamické veličiny – entalpie,










kde 𝜌 je hustota, 𝑐 je měrná tepelná kapacita, 𝐿f je latentní teplo a 𝑓𝑠 je podíl tuhé
fáze. Na základě definice je možné na entalpii pohlížet jako na rozšířenou formu
vnitřní energie o latentní teplo. Zavedení entalpie do rovnice vedení tepla (1.14)











V této rovnici se nyní vyskytují dvě neznamé – entalpie a teplota, což komplikuje
její řešení. Rovnici je zapotřebí řešit ve dvou krocích – nejdříve nalézt neznámou
entalpii a následně ji přepočítat na teplotu. Naopak výhodou metody entalpie je
numerická stabilita, protože entalpie je s teplotou rostoucí funkce a zachovává tak
energetickou bilanci.
3.3 Metoda zotavující se teploty
Principem metody zotavující se teploty je zavedení pomocné proměnné pro každý
uzel, která slouží k uchovaní informace o „čerpání“ latentního tepla. Při numeric-
kém rešení se rovnice vedení tepla uvažuje bez latentního tepla. Avšak pokud by
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vypočtená teplota v daném uzlu překročila teplotu fázove přeměny, je tato teplota
zkorigována na teplotu fázove přeměny a do pomocné proměnné se uloží informace
o vyčerpaném nebo dodaném množství latentního tepla [10]. Teplotě v daném uzlu
je dovoleno opustit teplotu fázové preměny až v okamžiku, kdy je veškeré latentní
teplo z pomocné proměnné vyčerpáno nebo odvedeno (v záslosti na tom, zda pro-
bíha ohřev nebo ochlazování). Hlavní výhodou metody zotavující se teploty je její
aplikovatelnost na úlohy s izotermickou fázovou změnou.
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4 NUMERICKÉ SIMULACE A VÝSLEDKY
4.1 Porovnání analytického a numerického řešení
v 1D
Pro grafickou vizualizaci je použita úloha, která byla formulována v podkapitole 1.7.
Je zadána rovnice (1.16) s okrajovými podmínkami (1.17) a počáteční podmínkou
(1.18). Analytické řešení bylo určeno metodou Fourierových řad a popisuje je rovnice
(1.24). Pro numerické řešení je použit program z podkapitoly 2.3.
Použité materiálové vlastnosti odpovídají oceli:
• 𝜆 = 50 [Wm−1K−1]
• 𝜌 = 7870 [kgm−3]
• 𝑐 = 460 [J kg−1K−1]
V programu pro analytické řešení je sečteno prvních 1500 členů rovnice (1.24)
a jsou určeny koncové stavy v časech 𝑡1 = 10000 s a 𝑡2 = 30000 s. Program pro
numerické řešení je nastaven na 10 uzlových bodů a totožné koncové stavy v časech
𝑡1, 𝑡2.
x [m]















Obr. 4.1: Porovnání analytického a numerického řešení v 1D
Lze vidět, že numerické řešení téměř odpovídá analytickému. S rostoucím počtem
uzlových bodů např. 𝑁𝑥 = 300 je maximální reziduální odchylka 𝑟 numerického
modelu od přesného řešení v čase 𝑡 = 10000 s řádově pouze 10−4 (viz obr. 4.2).
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x [m]















Obr. 4.2: Reziduální odchylka analytického a numerického řešení
4.2 Porovnání numerických řešení vedení tepla
v 1D tyči s a bez fázové přeměny
Program numerického řešení úloh vedení tepla v 1D tyči z podkapitoly 2.3 je vhodné
porovnat s programem upraveným pro metodu efektivní tepelné kapacity. Materi-
álem je Rubitherm RT 22 HC [13]. Bude uvažována tyč délky 𝑙 = 0, 2 m, hus-
totou 𝜌 = 730 kgm−3, součinitelem tepelné vodivosti 𝜆 = 0, 2 Wm−1K−1,
počtem uzlových bodů 𝑁𝑥 = 300. Okrajové podmínky jsou Neumannova typu,
tzn. je předepsána hustota tepelného toku na krajích tyče jako 𝑞𝐿 = 5000Wm−2
a 𝑞𝑅 = 3000Wm−2. Počáteční podmínka, která udává teplotu tyče v čase 𝑡 = 0, je
zvolena 𝑢(𝑥, 0) = 15 °C. Merná tepelná kapacita pro program bez fázové přeměny
je 𝑐 = 2000 J kg−1K−1 a pro řešení metodou efektivní tepelné kapacity je 𝑐eff de-
finována vztahem (3.4). Pro grafickou ilustraci řešení je použito teplotní pole tyče
v čase 𝑡 = 100 s (obr. 4.3) a průběh teploty v bodě 𝑥 = 0 v závislosti na čase pro
𝑡 ∈ (0, 100). Červená křivka značí řešení bez fázové přeměny a modrá řešení pomocí
metody efektivní tepelné kapacity.
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x [m]











Obr. 4.3: Porovnání teplotních polí v čase 𝑡 = 100 s
t [s]











Obr. 4.4: Závislost teploty levého krajního uzlového bodu v čase
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4.3 Porovnání numerických řešení vedení tepla ve
2D tělese s a bez fázové přeměny
Jsou zvoleny materiálové konstanty z předchozí podkapitoly. K grafické vizualizaci
je použit program z podkapitoly 2.4 a jeho upravená verze odpovídající metodě efek-
tivní tepelné kapacity. Geometrie 2D desky je čtvercová s délkou strany 0, 2 metru
a počet uzlových bodů 𝑁𝑥 = 𝑁𝑦 = 100. Jsou opět uvažovány Neumannovy okrajové
podmínky v podobě hustot tepelných toků 𝑞𝐿 = 5000Wm−2, 𝑞𝑅 = 3000Wm−2,
𝑞𝐻 = 4000Wm−2 a 𝑞𝐷 = 2000Wm−2. Počáteční podmínka je stejná jako v před-
chozím případě.
Obr. 4.5: Teplotní pole 2D desky z materiálu s fázovou přeměnou
Obr. 4.5 ilustruje teplotní pole výše definované úlohy v čase 𝑡 = 150 s pro případ
fázové přeměny. To, že probíhá fázová přeměna, není na první pohled zřetelné. Tuto
skutečnost však ilustruje obr. 4.7, kde jde dobře vidět pomalý nárůst teploty během
fázové přeměny. Obr. 4.6 znázorňuje průběh úlohy, pokud by nebyla uvažována fá-
zová přeměna. Je zřejmé, že teplota narostla mnohem více než u materiálu s fázovou
přeměnou.
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Obr. 4.6: Teplotní pole 2D desky z materiálu bez fázové přeměny
t [s]










Obr. 4.7: Závislost teploty horního levého rohového uzlového bodu na čase
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Na obr. 4.8 je řez teplotního pole v polovině desky ve směru osy 𝑦. Pokud bude
uvažována fázová přeměna, nárůst teploty je znatelně pomalejší (modrá křivka).
x [m]








Teplotni pole v case 150.00 s pro y = 0.1 m.
Obr. 4.8: Řez teplotního pole v místě 𝑦 = 0, 1 m
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5 ZÁVĚR
V úvodní části bakalářské práce byla provedena řešerše základních termodynamic-
kých pojmů, které jsou stěžejní pro vybudování matematického modelu. Byla od-
vozena parciální diferenciální rovnice vedení tepla v tělese, která je ovšem řešitelná
pouze pro konstantní materiálové vlastnosti a jednoduchou geometrii. Z důvodu
následné verifikace numerického řešení vedení tepla v 1D tyči, byla jedna z testo-
vacích úloh řešena pomocí analytické metody Fourierových řad. Pro ostatní úlohy,
analyticky neřešitelné, bylo nutné vytvořit nový matematický model, jenž by po-
mocí vhodné numerické metody dokázal řešit úlohy vedení tepla . Využitím časově
explicitní metody kontrolních objemů byly odvozeny diskretizační rovnice pro při-
slušné uzlové body 1D a 2D tělesa. Metoda kontrolních objemů byla implementována
v prostředí softwaru MATLAB ve formě programů, které byly vytvořeny v rámci
bakalářské práce.
Hlavním cílem této bakalářské práce bylo implementovat některou z metod pro
numerické řešení úloh s fázovymi změnami. Pro tento účel byla z metod zmíněných
v kapitole 3 zvolena metoda efektivní tepelné kapacity, protože je snadno implemen-
tovatelná, dobře fyzikálně představitelná a s dostatečně malým časovým krokem i
dobře aplikovatelná na materiály s neizotermickou fázovou prěmenou, které jsou v
této práci uvažovány.
V poslední kapitole byly porovnány výsledky testovacích úloh. Z grafické inter-
pretace porovnáním analytického a numerického řešení úlohy vedení tepla v 1D tyči
plyne, že numerické řešení se mírně liší od přesného analytického, ale pro velký po-
čet uzlových bodů je maximální reziduální chyba řešení pouze v řádu desetitisícin.
Porovnáním průběhu teploty numerického řešení testovací úlohy vedení tepla v 1D s
jeho úpravou na metodu efektivní tepelné kapacity plyne, že nárůst teploty u PCM
je zpomalen fázovou přeměnou, během které se využívá latentní teplo na přeměnu
fáze materiálu, což ilustruje obr. 4.4. Stejné výsledky byly ověřeny i pro programy
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d𝑉 [m2] elementární objem
?˙?𝑖𝑛 [W] tok energie vstupující do kontrolního objemu
?˙?𝑔 [W] tok energie generovaný v kontrolním objemu
?˙?𝑜𝑢𝑡 [W] tok energie vystupující z kontrolního objemu
?˙?𝑠𝑡 [W] tok energie akumulované v kontrolního objemu
𝑓𝑠 [ ] zlomek podílu tuhé fáze
ℎ [m] výška desky
𝐻 [Jm−3] objemová entalpie
𝐻𝐶, 𝐷𝐶, 𝐿𝐶, 𝑃𝐶 [ ] indexy plochy/tepelného toku
𝐻, 𝐷, 𝐿, 𝑃𝐶 [ ] indexy označení strany
𝑖 [ ] index polohy uzlových bodů pro 1D tyč





latentní teplo fázové přeměny
m [kg] hmotnost
(𝑚,𝑛) [ ] dvojice indexů polohy uzlových bodů 2D desky
𝑁𝑥, 𝑁𝑦 [ ] počet uzlových bodů ve směru 𝑥 a 𝑦
𝑞 [Wm−2] hustota tepelného toku
?˙? [W] tepelný tok
𝑟 [°C] reziduum teploty
𝑆 [m2] plošný obsah
𝑡 [s] čas
Δ𝑡 [s] časový diskretizační krok
𝑇 [°C, 𝐾] teplota
Δ𝑇 [°C, 𝐾] teplotní rozdíl
𝑢 [°C, 𝐾] teplota pro analytické řešení
(𝑥, 𝑦, 𝑧) [m, m, m] souřadnice kartézského souřadného systému
Δ𝑥, Δ𝑦 [m, m] diskretizační kroky
𝜅 [m2 s−1] součinitel teplotní vodivosti
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A ZDROJOVÉ KÓDY PROGRAMŮ
A.1 Program vedení tepla v 1D bez fázové pře-
měny
function [T] = tycka(l,Nx,ql,qr,ro,c,lambda,T0p,tmax)










for p = 1:tmax/dt+1
T(1,p+1) = T(1,p) + (2*dt*ql)/(ro*dx*c) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dx^2*c)*(T(2,p) - T(1,p));
T(Nx,p+1) = T(Nx,p) + (2*dt*qr)/(ro*dx*c) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dx^2*c)*(T(Nx-1,p) - T(Nx,p));
T(1,p)= 0 ; % pro Dirichletovy okrajove podminky
T(Nx,p)= 0 ;
for i=2:Nx-1
T(i,p+1) = T(i,p) + (lambda*dt)/(ro*dx^2*c)*(T(i-1,p) +...
T(i+1,p) - 2*T(i,p));
end
if mod(p,100) <=1 %if pouze pro urychleni vypoctu
plot(x, T(:, p));









A.2 Program vedení tepla v 1D s fázovou přemě-
nou
function [T]=tycfinalPCM
l = 0.2; %metr
m = 300;%pocet uzlovych bodu
ql = 5000 ;
qr = 3000 ;
ro = 730; %kg/m^3
lambda = 0.2; %W/(mK)
T0p = 15;
n = 1000;
x = linspace(0, l, m);
%c =@(T) 2000 %J/(kg K), bez fazove premeny







T(1,i) = T(1,i-1) + (2*dt*ql)/(ro*dx*c(T(1,i-1))) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dx^2*c(T(1,i-1)))*(T(2,i-1) - T(1,i-1));
T(m,i) = T(m,i-1) + (2*dt*qr)/(ro*dx*c(T(m,i-1))) + ...
(2*lambda*dt)/(ro*dx^2*c(T(m,i-1)))*(T(m-1,i-1) - T(m,i-1));
for j=2:m-1
T(j,i) = T(j,i-1) + (lambda*dt)/(ro*dx^2*c(T(j,i-1)))* ...
(T(j-1,i-1) + T(j+1,i-1) - 2*T(j,i-1));
end




















A.3 Program analytického řešení vedení tepla v
1D tyči









m = 1500; %pocet sectenych clenu rady
for i = 1:n
u(i) = 0;
for j = 1:2:m







A.4 Program numerického řešení vedení tepla ve
2D desce
function [T] = deskafaze(l,h,ql,qp,qh,qd,ro,lambda,T0p,Nx,Ny,dt,tmax)
%[T]=deskafaze(0.2,0.2,5000,3000,4000,2000,730,0.2,15,100,100,0.1,150)
%c =@(T) 2000; %bez fazove premeny
%metoda efektivni tepelne kapacity

























































%cyklus pro dolni hranu
for m=2:Nx-1

















x = linspace(0, l, Nx);
y = linspace(0, h, Ny);
if mod(p,5)<=1
surf(x,y,T(:,:,p));
title(sprintf(’Teplotni pole v case %0.2f s’, dt * p));
cb = colorbar;













%print(gcf, ’-depsc’, ’-painters’, ’deskaf4.eps’)
%print(’-dpng’,’deskaf4.png’)
end
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